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ΘΕΜΑ Α 
Α1. Σχολ. Βιβλίο σελ. 133. 
Α2  Σχολ. Βιβλίο σελ. 51. 
Α3. Σχολ. Βιβλίο σελ. 185. 
Α4. (α) Λάθος     (β) Σωστό    (γ) Σωστό    (δ) Σωστό     (ε) Λάθος 
 
 
 

ΘΕΜΑ Β 

Β1. Τα πεδία ορισμού των συναρτήσεων είναι τα       f gD 1, και D 2,   

       αντίστοιχα. Συνεπώς: 

       

 

 

               

      
       

        


    



           

g

h f g h h

f

h h

2

x D x 2 x 2
D D D D

g x D x 2 1 1 x 2 0

x 2
D D 2, .

x 2

h x f g x f g x 2ln x 2 1 1 2ln x 2 ln x 2 ln x 2 .

 

B2.  Η συνάρτηση h είναι παραγωγίσιμη στο  2, , με παράγωγο: 

                             

1 1
h x ln x 2 x 2 0 , x 2,

x 2 x 2
 

        Η συνάρτηση h είναι γνησίως αύξουσα στο  2, , άρα και 1–1.   

       Το πεδίο ορισμού της  1h x  είναι το σύνολο τιμών της h(x).  

       

         

 

 

 

 





 

 



 



    

    

    

    

     

h

x 2 x

x 2 u 0

0
x 2

x u

0
x

h 2, limh x , lim h x , , αφού

limln x 2 limlnu

όπου x 2 u, u lim x 2 0

lim ln x 2 lim lnu

όπου x 2 u, u lim x 2
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        Συνεπώς θα έχουμε: 

        
     

 






           

  

xe :1 1
ln x 2 y y y

1 x

h x y ln x 2 y e e x 2 e x e 2

Άρα ο τύπος της αντίστροφης είναι : h x e 2, x R.
 

B3. Έχουμε: 

      

 
 

 

 

 
     

 

 
 

 
 

  

  





  

 
 
 

  

  
  

 

        

     
   

 
         



x 2

0
x 2

t 0 t 0 t 0

0

0

DLHt 0 t 0 t 0

2ln x 1
lim ln x 2 1

x 2

όπου x 2 t x 2 t, άρα t lim x 2 0

2ln 2 t 1 lnt 2ln 1 t lnt 2ln 1 t
1 lim lim lim lnt 2

t t t

2ln 1 t 2ln 1 t2
lim lim 2, άρα 2 lim lnt 2

t 1 t t

 

 

ΘΕΜΑ Γ 

 
 

 


3

2

x x
f x , x R.

x 1
 

Γ1. i) Εφόσον η f παρουσιάζει οριζόντια ασύμπτωτη στο  , θα πρέπει  


 
x
lim f x R .  

          Έχουμε  
 


  



3

2x x

κx μx
lim f x lim

x 1
. Διακρίνουμε τις εξής περιπτώσεις: 

- Αν κ 0 , τότε θα ισχύει 
  

 
   

  

3 3

2 2x x x

, αν κ 0κx μx κx
lim lim lim κx

, αν κ 0x 1 x
,  

οπότε σε κάθε περίπτωση έχουμε άτοπο αφού το όριο είναι ίσο με R . 

- Αν κ 0 , τότε πράγματι θα ισχύει 
  


  



3

2 2x x x

κx μx μx μ
lim lim lim 0

x 1 x x
. 

  Άρα κ 0 .  

      ii) Εφόσον η ευθεία y = x , εφάπτεται στην fC , στο σημείο  Ο 0,0 , τότε θα πρέπει  

          να ισχύει   f 0 1 .   Όπου   
2

μx
f x

x 1
και 
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        
                

   
  

2 2 2 2 2

2 2 2

μx x 1 μx x 1 μ x 1 2μx μ μx
f x

x 1 x 1 x 1
.     

       Άρα  
 

     


2

2

μ μ 0
f 0 1 1 μ 1

0 1
. 

Γ2.  Είναι    
2

x
f x , x R

x 1
. 

      i) Για κάθε x R , είναι  


 


2

2

1 x
f x

x 1
.  Συνεπώς: 

          


            


2
2 2

2

1 x
f x 0 0 1 x 0 x 1 x 1 ή x 1

x 1
 και 

                f x 0 1 x 1  .  Το πρόσημο της f  και η μονοτονία της f φαίνεται στον  

          ακόλουθο πίνακα.  

 

      Η  f είναι γνησίως φθίνουσα στα διαστήματα   , 1  και  1,  , ενώ είναι  

     γνησίως αύξουσα στο διάστημα  1,1 .  

      Στο 
1x 1   η f παρουσιάζει  τοπικό ελάχιστο με τιμή   

 
2

1 1
f 1

21 1


   

 
.  

      Στο 2x 1  η f παρουσιάζει  τοπικό μέγιστο  με τιμή    2

1 1
f 1

1 1 2
 


.  

       ii) Έστω τα διαστήματα    1Α , 1 ,   2Α 1,1   και    3Α 1, . Έχουμε: 

                 


 

 
   

 

f

1
x 1 x

1
f Α lim f x , lim f x ,0

2
, 
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        αφού    


   
f συν.

x 1

1
lim f x f 1

2
  και   

   
   

2 2x x x x

x x 1
lim f x lim lim lim 0

x 1 x x
. 

             
  
       

 

f

2

1 1
f Α f 1 ,f 1 ,

2 2
 , αφού   

1
f 1

2
. 

              


 

 
   

 

f

3
x x 1

1
f Α lim f x ,limf x 0,

2
, αφού   

   
   

2 2x x x x

x x 1
lim f x lim lim lim 0

x 1 x x
. 

         Άρα το σύνολο τιμών της f είναι το         
 

   
 

1 2 3

1 1
f Α f Α f Α f Α ,

2 2
.  

         Το πλήθος ριζών της εξίσωσης     21
f x α , με α R

2
,  δεδομένου ότι  21 1

α
2 2

,  

         θα είναι το εξής: 

- Αν α 0 , τότε η εξίσωση   
1

f x
2

 έχει 1 ρίζα μοναδική αφού   2

1
f Α

2
. 

- Αν α 0 , τότε η εξίσωση     21
f x α

2
έχει 0 ρίζες, αφού   2

1
α f Α

2
.          

Γ3.   i) Το ολοκλήρωμα για όπου ν το ν+1 γίνεται:  

            
   


  

 

2 v 1 1 2ν 31 1

ν 1 2 2
0 0

x x
Ι dx dx

x 1 x 1
.    Άρα: 

             

    






        

   

 
  

   

2ν 1 22ν 1 2ν 3 2ν 1 2ν 31 1 1 1

ν ν 1 2 2 2 2
0 0 0 0

1

1
2ν 1

0
0

x 1 xx x x x
Ι Ι dx dx dx dx

x 1 x 1 x 1 x 1

2ν 2 1x
x dx .

2v 2 2v 2

 

        ii) Από την σχέση του προηγούμενου ερωτήματος έχουμε:  

             Για ν=0:            

11 1

0 2 2
0 0 0

x 1 2x 1 ln22Ι dx dx ln x 1
x 1 2 x 1 2 2

 

             Για ν=0, όμως  


      0 1 1 1

1 ln2 1 1 ln2
Ι Ι Ι Ι

2 2 2 2
 

             Για ν=1, όμως  
  

        1 2 2 2

2 1 ln21 1 ln2 1 1 2ln2 1
Ι Ι Ι Ι

4 2 4 4 4 4
. 
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ΘΕΜΑ Δ 

Δ1. Έστω συνάρτηση  w ( x ) = g ( x ) + x . 

        H w είναι συνεχής στο διάστημα [  – 1 , 0 ] και  

        w ( – 1 )  =  g ( – 1 ) – 1 < 0  ,  αφού  0 < g ( x ) < 1  

        w ( 0 ) = g ( 0 ) > 0  

        Άρα w ( – 1 )‧ w ( 0 ) < 0. 

        Επομένως από θεώρημα Bolzano υπάρχει ένα τουλάχιστον x1 ϵ ( – 1 , 0 ) τέτοιο,  

        ώστε:     w ( x1 ) = 0 , άρα  g ( x1 ) + x1 = 0 . 

        Για την μοναδικότητα του x1 :  

        Είναι  w΄( x ) = g΄( x ) + 1 ≠ 0   ,    αφού  g΄( x ) ≠ – 1. 

        Άρα  η   w ΄  δεν μηδενίζεται , άρα διατηρεί σταθερό πρόσημο. 

        Άρα η w΄( x ) > 0    ή    w΄ ( x ) < 0.   Επομένως είναι γνησίως μονότονη . 

        Άρα το x1 είναι μοναδικό . 

Δ2.  Αφού είναι παραγωγίσιμη στο   x0 = 0 ,  θα πρέπει :  

 
  

 


 x 0 x 0

f(x) f(0) f(x) f(0)
lim lim

x 0 x 0
 

  
    

  
   

2 2

x 0 x 0 x 0

x (g(x) x) f(0) x (g(x) x)
x(g(x) x) 0lim lim lim

x x
 

  

    
           

 x 0 x 0

2ημx εφx κx f(0) 2 x ημx 1
κ 2 1 1 3lim lim

x x x συνx
. 

Άρα πρέπει :  3 – κ = 0.   Επομένως   κ = 3 . 

Δ3. i) Για   x ϵ [ 0 , 
2

π
 ) είναι : f΄( x ) = 2συνx + 

x2συν

1
 – 3 = 

x

xx
2

23

συν

συν31συν2 
  

  Θέτουμε: συνx = y.   Άρα: 2y3 – 3y2 + 1  με  0 y 1και ρίζα το y = 1 . 

             Κάνουμε σχήμα Horner  

2 – 3 0 1 1 

 2 – 1 – 1  

2 – 1 – 1 0  
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              Άρα :   2y3 – 3y2 + 1  = ( y – 1 )( y – 1 )( y + 
2

1
) =  ( y – 1 )2( y + 

2

1
)   0   ,  0 < y ≤ 1. 

              Άρα :   f ΄( x ) ≥ 0 .  Επομένως η f είναι γνησίως αύξουσα στο διάστημα  [ 0 , 
2

π
 ). 

              Με  x ≥ 0 ,  είναι   f ( x ) ≥ f ( 0 )   f ( x ) ≥ 0.  

      ii) Είναι :  3 f ( x ) = π       3 f ( x ) – π = 0.  

             Η f είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής στο [ 0 , 
2

π
 ). 

             Άρα το σύνολο τιμών :  f ([ 0 , 
2

π
 )) = [ f ( 0 ) , 




π

x
2

f(x)lim  ) 

              Είναι :    
 

 

          
π π

x x
2 2

3π
f(x) 2 x εφx 3x 2 1lim lim

2
 

               Επομένως :  f ([ 0 , 
2

π
 )) = [ f ( 0 ) , 




π

x
2

f(x)lim  ) = [ 0 , +∞ ). 

                Έστω  Κ ( x ) = 3⸱f ( x ) – π .   Με  Κ΄( x ) = 3‧f΄( x ) ≥ 0 . 

               H Κ είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα  στο  [ 0 , 
2

π
 ). 

               Με σύνολο τιμών :  [ Κ ( 0 ) , 





π

x
2

(x)lim  ) = [ – π , +∞ )  αφού :  

               
 

 

       
π π

x x
2 2

(x) 3f(x) π 3( ) π .lim lim  

              Το  0 ϵ [ – π , +∞ ) .   Άρα θα υπάρχει  ένα τουλάχιστον  x2  τέτοιο , ώστε   

              f ( x2 ) = 0  και λόγω της μονοτονίας της  f  θα είναι και μοναδικό . 

Δ4. i) Είναι  f ( x ) = x2 ‧ w( x ). 

           Δείξαμε ότι η w είναι γνησίως μονότονη . 

           Είναι  – 1 < 0  και είδαμε w ( – 1 ) < w ( 0 ) , άρα συμπεραίνουμε ότι η w είναι  

           γνησίως αύξουσα . Είναι :  x1 ≤ x ≤ 0  και αφού w είναι γνησίως αύξουσα  

           w ( x1 ) ≤  w ( x )  , άρα  w ( x ) ≥ 0 .   Επομένως :   f ( x ) = x2 ‧ w( x ) ≥ 0  

          Άρα :  f ( x ) ≥ 0.  

      ii) Έχουμε: 
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     

    

     

     
 

   

   

    

     


              



1 1

1

1 1

1 1 11

π π

03 3

x x 0

π

0 3
2

x 0

π

0 03
2 3

x 0 x

π
0 10 0 03

3 2 3 3

1 1
x x 0 xx

Ε f x dx, οπότε πρέπει f x dx f x dx

άρα x g x x dx 2ημx εφx 3x dx

Οπότε x g x dx 2ημx εφx 3x dx x dx 1 .

3Ισχύει x g x dx x g x 3 x g x dx x g x 3 2ημx εφx 3x dx x dx

 

   

 




 
 



     

  
         

    

 
 

               
  
 

 

 

1 1

1

1

1

π
g x x 03

4 3

1
0 x

π
π

3
3

0
0

2

2 2

0

0
3

x
x

x 3 2ημx εφx 3x dx 3 x dx 2 .
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